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Exponencialni funkce a jejich "vyuziti" - A
(Tato doplnkova pomiicka nemiize v Zadném pripade nahradit systematickou matematickou
pripravu .)

Exponencidalni funkce je definovana obecné vztahem

X
y=a (1
pro x z oboru realnych c¢isel je vzdy kladna. Pro @ > 1 se jedna o funkci rostouci; proa < 1 se
jedné o funkci klesajici; proa=1je y = 1. Prox = 0 plati vzdy y =1 - obr.1.

a<l yT a>1

Obr.1. Kvalitativni znazornéni pribéhu
exponencialni funkce.

V elektrotechnické teorii a praxi ma zvlastni misto exponencialni funkce se zakladem
a=e=2,718281 ...
kde e je Eulerovo cislo. Potom mé funkce zapis
y =e" =exp(x) (2)
nebo obecnéji

y=e" =exp(k - x) 3)

kde £ mize byt libovolné komplexni Cislo (realna hodnota je pak pouze specialnim piipadem).
Neékteré hodnoty jsou uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1. Nékteré hodnoty funkce (3) pro k=1 1.

X -3 -2 -1 0 1 2 3
exp(x) 0,0498 0,135 0,368 1 2,718 7,389 20,09
exp(-x) 20,09 7,389 2,718 1 0,368 0,135 0,0498
Rozvoj funkce (3) v exponencidalni fadu: Lze odvodit, Ze plati
2 3 m
ot = R ) () +...+(kx) +.. 4

I! 2! 3! m!
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Pro velmi malé hodnoty kx Casto sta¢i pro popis skutecnosti pouzit pouze prvni dva ¢leny fady

- viz tabulka 2:
e® =1+kx (5)
Tabulka 2. Porovnani vztahu (5) s pfesnou hodnotou funkce.
kx 0,3 0,2 0,1 0,05 0,00 -0,05 |-0,1 -0,2 -0,3
exp(kx) |1,345 1,221 |1,105 |1,051 |1,000 ]0951 10,905 10,819 0,741
1+ (kx) ]1,300 1,200 |1,100 [1,050 [1,000 [0,950 0,900 [0,800 |0,700
Soudin exponencidalnich funkci
Z obecné definice mocniny je ziejmé, ze
e =e-e-..-e - celkem o - krat
e’ =e-e-....e - celkem B - krat
takze
e” -e’ = (zdklad e o — krat) - (zdklad e B — krdt) = (zdklad e celkem (o + B) — krdt) = e*™?
tedy
e -ef =P (6)
Pievrdacend hodnota exponencidalni funkce
e (7)
e’ e" e e
Podil exponencidlnich funkci
B p,o P
bt b ®)
e” e” e e
Derivace exponencidlni funkce
Derivace funkce y = f'(x) je obecné definovana vztahem
, _ i S+ AY) — f(x)
v —dy/dx—}}l_n)o e 9)
PoZijme tento vztah pro (3):
k(x+Ax) _ kx kAx —
(e = lim & ¢ e lim& 1 vztah(S)‘ b lim A AT e
Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0
tedy zapsano "zkracené"
() =k-e~ (10)

Pro obecny zaklad plati, ze (a*)' =a” -lna.
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Integral exponencialni funkce

Integral je inverzni funkci k derivaci. Musi platit [(e™)'dx =e* = [k-edx =k[e™dx,
tedy
_[e'“dxz%-ek"+K (11)

Derivujeme-li obé& strany rovnice (11), opravdu dospéjeme k rovnosti e =e* (K je

1
konstanta). Obdobnym postupem ziskame vztah [a*dx = e T+K.

Euleriyv vitah
Dosad'me do vztahu (4): k=j= ~/—1,x= o (nebo prosté do (2) x = ja). Dostaneme

Jo GO® o Gty e (@ (@) ()

I 2! 3! 4! B I 2! 3! 4!

e’ =1+

2 4 3

= [1 I + @J + - [a _ J = ‘postupné se jedna o fadu definujici cosa a sina‘ =
2! 4! 1! 3!

= coso + jsin o

tedy

Jjou

e’ =cosa+ jsina (12)

Dale

e’ = cos(—a) + jsin(—a) = cosa. — jsin o (13)
Je ziejmé, 7e modul &isla |e™| = cos® e+sin® o —1 zobrazenim je tedy kruznice kolem
pocatku (komplexni roviny) - v zavislosti na velikosti thlu o -obr.2.
ImI
exp(jo)

0 Re

Obr.2. Znazornéni funkce exp(ja).

B

Snadno také uréime, ze €”/* =ef -e** =P - (cosa * jsina) .

Vyjadieni goniometrickych funkci 7 Eulerova vitahu, jejich derivace a integraly

Ze souctu a rozdilu vztahi (12) a (13) snadno urc¢ime, ze
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e’ +e /" . e’
_c T 14 singg=——— 15
cosor =<2 (14) > (15)
Derivaci vztahti (14) a (15) - s vyuzitim védomosti o derivaci exponencidlni funkce - snadno

anEs

urtime, Zej-— =]
L
]
J
tedy
(cosa)' =—sina (16)
a g g
(sina)'z#zcosa (17)

Obdobné bychom ur¢ili, ze

(coska)" = —k -sin ko, (18) (sinka)' = k - coska (19)

Pfi integrovani bychom obdobné pracovali se vztahy (14), (15) a (11):

cos ko sin ko

[sinko.-dou = — +K (20) [cosko-do = +K (21)

Moivray vitah

Ze ziskanych vztahti miZeme snadno uréit (e’*)" = (cosa + jsina)”, ale sou¢asné musi
platit, Ze (e”*)" = e’ = cosna + jsinno . Plati proto Moivriv vztah

(cosa+ jsina)” = cosna + jsinnao (22)

Vyjadieni komplexniho Cisla v exponencidalnim tvaru
Mgjme komplexni ¢islo M =a+ jb. Z vlastnosti pravothlého trojihelnika uréime, ze
modul (pfepona trojuhelnika - obr.3) je M =./a” +5* ; dale musi platit @ = M cos¢ a také

b =M sin @, Potom lze psat

M =a+ j’b=M cos@+ jM sin = M(cos@ + jsin @) = Me’® (23)



Josef PUNCOCHAR: Exponencialni funkce a jejich "vyuziti"

leden 2004
kde
cosp=al/M ; sing=>b/M ; tgp=sinp/coso=b/a .
Im
M. j
ib exp(jp)
0 a Re

Obr.3. Znazornéni funkce komplexniho ¢isla.

Odmocnina komplexniho Cisla

Mg&jme komplexni &islo M =a+ jb=Me’™; M = Ja* +b* ; tgo =b/a Hledejme &islo
N = Ne’¥ , pro které plati

#|M =1/Me’® = N = Ne’¥
tedy je n - tou odmocninou ¢isla A7 . Pracovat budeme s rovnici

1/Me’® = Ne’V
Jestlize celou rovnici umocnime ¢islem #, dostdvame

Me’® = (Nej\lf)”
tedy 1
Me’® = N"e/™ .

Tato rovnice je splnéna, jestlize plati

M=N"=N=M""
a dale (diky periodicité goniometrickych funkci)

ny =@+ 2kt — y=(p+2kn)/n

pfi¢emz rizné kofeny obdrzime pro k=0, 1, 2, ...(n -1), (potom se jiZ kofeny opakuji). Plati
proto, Ze odmocnina je definovéana vztahem
r[Me’® = M"'" -exp(j(¢ + 2kn)/ n) (24)

Piiklad 1. Urcete tfeti odmocninu ¢isla 1 v oboru komplexnich ¢isel.
Reseni: Cislo 1 zapiseme v podobé 1=1.(cos0+ jsin0)  tedy ¢ = 0 . Tieti odmocning
odpovida n = 3. Potom miZeme psat:

%/I:%/I-(coso+?)2kn+jsin0+32kn) prok=0;1;2
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tedy vyhovuji ¢isla (argumenty goniometrickych funkei jsou ve stupnich; rozepis (24) do
slozkového tvaru)
N, =N(k=0)=1

N ) 1 :
N, = N(k =1) =1.(cos 120 + jsin120) = —E-a—]\/?)

](I3 =]§I(k =2) =1.(cos 240 + jsin 240) =—%'(1+j\/§)

Zobrazeni téchto Cisel na kruznici (obr.2, komplexni rovina) je ziejmé.

Piiklad 2. Mame ¢&islo M =1+ j =/2-¢’* Uréete 4. odmocninu &isla.
ReSeni: Pro n = 4 plati (tthly jsou ve stupnich)

M = (J2)V* -exp(a5+2km) /4y pro k=05 1;2; 3.
Protoze (4/2)"* =§/2 =1,0905  mizeme urdit, Ze

N, = N(k = 0) =1,0905.exp(j(45)/4) = 1,095 - (cos11,25+ jsin11,25) =

=1,0905-(0,9808 + j0,1951)
N, = N(k =1) =1,0905.exp(j101,25) = 1,0905 - (—0,1951 + j0,9808)
N, = N(k =2) =1,0905.exp(j191,25) = 1,0905 - (—0,9808 — j0,1951)

N, = N(k =3) =1,0905.exp( j281,25) = 1,0905- (+0,1951— j0,9808)

Zobrazeni téchto ¢isel na kruznici je i zde zfejmé.

Funkce sinhx a coshx

Hyperbolické funkce jsou definovany pomoci funkce exponencialni nasledovné:

sinh x = % (25) coshx = % (26)

Kvalitativng je prabeh téchto funkei znazornén na obr.4 (viz i hodnoty v tabulce 1).

Jestlize zvolime X = jo, snadno uréime, Ze

Jo —Jjo Jo —Jjo

sinh jo = % = jsina (28) cosh jo = B (29)
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/ sinfur Obr.4. Kvahtatlym znazorneni pribéhu
hyperbolickych funkci.

Aplikaci defini¢nich vztahl snadno ur¢ime dalsi relace:

2x

2 2
x =X x —Xx 2x —
sinhx)? + (coshx)? =| £ —¢ T _e *e
2

2

2 2
(sinh x)? — (cosh x)> _{e _26 : J —[e‘ J;e : J —1

(sinhx)—(ev —¢ ] = — (e ):e +e = cosh x

2

2 2 2

(COth)'—[e zeJ =< + (e ):e —c = sinh x

—X

Ie"+e_x _et+e /(1) e —e

[ cosh xdx =
2 2

jsinhxdxzje _Ze dxze _62 /(_1):e te

—X

= cosh(2x) (3 O)

€2y

=sinhx

=cosh x

(32)

(33)

(34)

(35)

VyuZiti exponencialni funkce pri ieSeni linearnich diferencialnich rovnic bude predvedeno
v materidal: Exponencialni funkce - jejich "vyuziti" pri FeSeni diferencialnich rovnic.
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